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Un codage sofique des automorphismes 
hyperboliques du tore 
S t 6 p h a n e  L e  B o r g n e  

Resum6. Nous 6tudions les propri~t~s g6om~triques et alg6briques du codage des 
automorphismes hyperboliques du tore d6fini darts [L3]. Nous donnons 6galement des 
preuves d6taill~es pour la construction de ce codage qui diff~re en plusieurs points de 
celle propos~e (ind@endamment) dans [KV I. 
Mots Clef: Codage, automorphisme, partition markovienne. 

Abstract. We study geometrical and algebraic properties of the coding for hyperbolic 
automorphisms of the torus defined in [L3]. We also give the detailed construction 
of this coding which differs from the one independantly proposed in [KV] in several 
points. 
Keywords: Coding, automorphism, Markov partition. 

I. I n t r o d u c t i o n  

Vershik IV2] a pos6 la question de l 'existence de bons codages pour  un 

automorphisme hyperbolique du tore de dimension d > 2 et propos6 

une approche alg~brique pour leur construction. I1 s'agit de trouver des 

syst~mes symboliques codant l 'automorphisme tels que certaines struc- 

tures alg6briques propres ~ l 'automorphisme (feuille dilatante, points 

homoclines, . . .  ) soient transport6es dans le syst6me symbolique. 

En effet, les constructions g6om6triques existantes de part i t ions mar- 

koviennes ([AW]) ne sont pas enti6rement satisfaisantes de ce point de 

rue  et il est connu ([Bo],[C]) que, saul  dans les situations se r6duisant 

au cas de la dimension deux, la g6om6trie de ces parti t ions markovien- 

nes pr6sente une certaine pathologie. I1 est donc utile de trouver une 

autre m6thode. Lorsque l 'automorphisme n'a qu 'une valeur propre fl de 

module sup6rieur g 1 r6elle positive (/3 est alors un n0mbre de Pisot),  
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62 STI~PHANE LE BORGNE 

Bertrand-Mathis [B] a montr6 comment obtenir un codage r6gulier par 

le /~-d6calage bilat6re, syst~me sofique construit  h partir des 6critures 

des r6els en base/3. En 1995 nous avons donn6 une construction de type 

alg6brique, bas6e sur une m6thode de Thurston IT], d 'un codage pour un 

automorphisme hyperbolique quelconque du tore. Cette construction, 

g6n6ralisant celle de Bertrand-Mathis, a fait l 'objet d 'une note ([L3]). 

Ind@endamment  Kenyon et Vershik ([KV]) ont utilis6 un argument si- 

milaire pour construire un codage. Mentionnons 6galement un travail 

r6cent de M.Einsiedler et K.Sehmidt ([ES]), dont avons eu connaissance 

apr6s la r6daction de cet article, oh une m6thode analogue est appliqu6e 

pour montrer la soficit6 de codages de certains automorphismes de grou- 

pes compacts ab61iens (dont les automorphismes hyperboliques du tore). 

Nous pr6sentons ici une 6rude des propri6t6s du eodage d6crit dans 

[L31. 
Dans la premiSre section nous exposons bri6vement quelques rappels 

et fixons les notations. 

La deuxiSme section pr6sente la construction du codage. I1 s'agit 

d 'une m6thode simple et nouvelle pour coder les automorphismes hyper- 

boliques du tore. L'application r6alisant le codage est donn6e sous 

la forme explicite d 'une s6rie. Le point de d@art  est la d6finition, 

l'aide de l'ordre lexicographique, d 'un analogue dans la feuille di- 

latante du /3-ddveloppement des r6els. Nous montrons que, sous une 

hypoth~se simple, l 'adh6rence (pour la topologie produit) de l'ensemble 

des d6veloppements obtenus est un syst~m.e sofique. Apr6s avoir cal- 

cul6 l 'entropie de ce syst6me sous certaines conditions naturelles, nous 

explicitons le codage. 

La troisi~me section est consacr6e k l'6tude de propri6t6s g6om6- 

triques du codage. Cette 6rude est men6e en grande partie grace 

l'utilisation de propri6t6s d'autosimilarit6 qu'il est tr6s facile d'6tablir 

g partir de l'expression de l 'application de codage. Le probl~me de 

l'injectivit6 presque sflre est abord6 et une partit ion markovienne as- 

soci6e est construite. 

Dans la derni~re section nous 6tudions certaines propri6t6s alg6bri- 

ques des objets introduits : choix d 'un alphabet d'entiers, 6critures fi- 
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nies ou p6riodiques. Plusieurs questions restent ouvertes, cependant  il 

apparait  que la m6thode propos~e est bien adapt~e g l '6tude des ques- 

tions alg6briques qui nous intfiressent. Par  ailleurs une grande libert6 

est laiss~e dans la construction. Aussi peut-on esp~rer que parmi tous 

les codages possibles obtenus certains fournissent un module symbolique 

naturel  de l 'automorphisme et des structures alg~briques assosi~es. 

II. Pr61iminaires 

II.a Quelques rappels sur les syst6mes sofiques. 
Nous rappelons tr~s rapidement  quelques r~sultats sur les syst~mes so- 

fiques qui seront utilis~s par la suite. Pour une 5tude plus compl$te des 

propri~t6s de ces syst~mes nous renvoyons aux articles de Fischer IF] et 

Krieger [Kr] ou au livre de Lind et Marcus [LM]. 

Soit S u n  ensemble fini. Sur S z~ muni de la topologie produit  notons 

l 'application (d6calage) 

o- : S > S : , > 

On appelle sous-d6calage un sous-ensemble Y de S ~ qui est ferm6 et 

cr-invariant. Par restriction il est muni de facon naturelle du d6calage ~r. 

Un sous-d6calage est caract6ris6 par l 'ensemble des roots "autoris(s" 

apparaitre dans ses 616ments. Pour tout  sous-d6calage (Y, or), nous no- 

tons/3 (Y, n) l 'ensemble des roots de longueur n de Y e t  B (Y) l 'ensemble 

des roots de Y. Etant  donn6s deux roots x et y, nous notons xy leur 

concat6nation. Etant  donn6es deux suites (x~)~Ez et (x~)~ez, soit k le 

plus grand des li] tels que [Jl -< lil entra~ne zj = x) et posons 

d(x ,x ' )=2 -k. 

Pour tout sous-d6calage Y, cette quantit6 d6finit une distance sur Y, 

induisant sur Y la topologie produit,  et donne un sens g la notion 

d'application h61d6rienne de Y dans un espace m6trique. L'entropie 

topol0gique d 'un sous-ddcalage Z, sur lequel on fait op6rer or, est not6e 

h (Z ,  cT). Un mot de Y de longueur n index~ (ck, . . .  ,c~+~_1) 6tant 
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6 4  STE, PHANE LE BORGNE 

donn6, on d6finit 

C ( c k , . . . , c k + ~ _ l ) = { y ~ Y :  V j = k , . . . , k + n  1, yj=cj} .  

Un sous-d6calage Y C S z~ est dit de type fini s'il peut  6tre ddfini 

l'aide d 'un ensemble fini de roots g par la condition : "aucun 616ment de 

E n 'apparai t  dans une suite y E Y" (nous 6crivons dans ce cas en abr6g6 

"Y est un STF").  L'ensemble E repr6sente l 'ensemble odes roots "inter- 

dits" du sous-d6calage Y. On dit qu 'un sous-d6calage est un syst~me 
sofique s'il est facteur topologique d 'un sous-d6calage de type fini (appel6 

recouvrement du syst6me sofique). 

Quit te ~ changer &alphabet,  on peut toujours consid6rer qu 'un sous- 

d6calage de type fini est l 'ensemble de suites d6termin6es par la donn6e 

d 'une matrice carrde de 0 et de 1 fixant les transitions autoris6es. Un 

syst6me sofique peut 6tre caract6ris6 de mani6re semblable comme Fen- 

semble des suites d6finies par un graphe. 

Soit G un graphe orient6 ayant un nombre fini de sommets et dont 

les fl6ches sont 6tiquet6es par un ensemble S (alphabet).  Soit Y = Y (G) 

l 'ensemble des suites unilat6res (Y0, Yl , . . .  ) telles qu'il existe un chemin 

dans G dont les arcs sont 6tiquetds (P0,Yl, . . -) .  L'ensemble Y est un 

sous-d6calage unilat6re appel6 sous-d6calage engendr6 par G. On peut 

aussi d6finir le sous-d6calage bilat6re engendr6 par G : 

z (c)  = / w Y (c)}.  

Un syst6me est sofique si et seulement s'il est engendr6 par un graphe. 

Un graphe de Shannon est un graphe dans lequel deux fl6ches par tant  

d 'un m6me sommet portent  des 6tiquettes diff6rentes. Csizar et Komlos 

([CK]) ont montr6 que tout systgme sofique est engendr6 par un graphe 

de Shannon. On appelle graphe de Shannon minimal engendrant  X un 

graphe de Shannon engendrant  X qui a le nombre minimal de sommets. 

On dit qu 'un graphe est transitif  si, pour tout  couple de sommets, il 

existe un chemin dans le graphe les joignant. On dit qu 'un sous-d6calage 

(Y, a) est transitif si, pour tout  couple (z, z) de roots de Y, il existe un 

troisi6me mot y tel que la concat6nation xyz soit encore un mot de 

Y. Ces deux notions de transitivit6 sont li6es : un graphe de Shannon 
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minimal  engendrant  un syst~me sofique transit if  est transitif.  

Un sous-d4calage (Y, ~) est dit I E S  si (Y, or) est intr inshquement  er- 

godique (i.e. poss[de une unique mesure de probabilitd u d 'entropie  

maximale)  et si u charge les ouverts non vides. Un syst~me sofique Y 

est IES si et seulement s'il est transitif.  Dans ce cas tout  sous-d6calage 

s t r ic tement  inclus dans Y est d 'entropie topologique s t r ic tement  plus 

pet i te  que celle de Y. 

II.b Automorphismes hyperboliques, notations 

Soit M une matr ice carrde de taille d x d, g coefficients entiers, de 

d6terminant  :hl, sans valeur propre de module  1. Cet te  matr ice  permet  

de ddfinir un  au tomorph isme  (dit hyperbolique),  not4 T M  ou s implement  

T, du tore de dimension d par  : 

T M  : T d ~ T d : ~ l ~ M [  mod 1. 

La mesure de Lebesgue m sur Yg est invariante par T. On peu t  donc 

consid6rer le syst~me dynamique  (T a, T, m ) .  

Nous notons F~ (resp. F~) le sous-espace vectoriel M-stable  associ6 

aux valeurs propres de M de module  sup6rieur (resp. inf6rieur) ~ 1, 7r~ 

(resp. %) la project ion sur Fu (resp. Fs) parall~lement g F~ (resp. F~) 

et M~ (resp. Ms) la restrict ion de M g F~ (resp. F,).  

Nous fixons une fois pour  toute  une norme I Ill sur R g. Elle induit  

des normes sur F~ et F~. Nous notons B (~, 6) (resp. B~ (~, 6), B~ (~, 6)) 

la boule ferm6e de R d (resp. F~, F~) de centre ~ et de rayon ~5. Pour  

une pat t ie  K de R a, de F~ ou de F~, nous notons O K  le bord de K. 

E tan t  donn6s deux ensembles K~ C F~ et Ks C F~, nous 6crivons 

indiff6remment K~ x Ks ou K,~ + K~. 

Nous d6signerons par m~ (resp. mQ une mesure de Lebesgue port6e 

par Fu (resp. Fs). 

La norme II I[ induit  une distance d ( ,  )~ sur R d qui d4termine g son 

tour  une distance sur le tore T d que nous noterons encore d(  , ). 

III. Construct ion du codage  

Le codage que nous proposons ci-dessous est bas6 sur la notion d'ordre 
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66 STI~PHANE LE BORGNE 

lexicographique qui fournit une caract6risation possible des fl-d6veloppe- 

ments utilisds par Bertrand-Mathis  dans [B]. I1 pourrai t  sembler 6gale- 

ment naturel  de chercher g construire un codage de l 'automorphisme 

partir  d 'une fl-transformation muRidimensionnelle ddfinie par M~ et un 

r6seau sur F~. Une telle construction est parfois possible inais le co- 

dage obtenu n'est qu'exceptionnellement sofique (on peut  montrer  (voir 
[L4]) que si le polyn6me caract6ristique de M a des racines de modules 

sup6rieurs g 1 distincts ou de la forme p exp (2i~rs) avec s irrationnel, 

alors ce codage n'est pas sofique i. 

III.a M~-d6veloppement 
Dans ce paragraphe nous d6finissons une 6criture des points de F~, en 

"base" M~71 et 6tudions l 'ensemble de ces 6critures sous certaines con- 

ditions naturelles. 

Donnons-nous un ensemble fini E d'616ments de Flu. C'est l 'a lphabet  

avec lequel nous 6crirons les M~-d6veloppements. Consid6rons l 'ensem- 

ble 

W = -i  E~ / 

Cet ensemble compact  est caract6ris6 par la relation 

U (_<,w 
eEE 

Fixons un ordre sin" E. Cet ordre induit un ordre lexicographique sur 
E7 r~" 

D6finition III.1. Soit w un 616ment de W. Nous appelons M..-ddvelop- 
peraent de w le plus grand des 616ments e de E N tels que w = ~ M~Tiei. 

Un mot e 0 . . .  ek est dit admissible, s'il existe un M~-ddveloppement 

commengant par e 0 . . .  ek. 

Notons Y l 'adh6rence de l 'ensemble des M~-d6veloppements des 

points de W (pour la topologie produit  sur EN). L'ensemble des roots 

du sous-d6calage unilat6re Y est l 'ensemble des mots admissibles. Don- 

nons une caractdrisation simple des roots admissibles. A partir  de la 

d6finition, on voit facilement qu 'un mot e 0 . . .  ek est admissible si et 
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seulement s'il existe une suite ek+le~+2.., telle que, pour tout mot 

c o ... % sup@'ieur strictement ~ e 0 ... ek et toute suite %+I �9 - -, on air 

oo oo 

' -i 

i=0 i=0 

ou encore (en prenant  l ' image par M k+l) 

~ . k + l - i  ~ . k + l - i  
- -  dVJ u Ci" 

~=0 i=~+1 ~ ~+1 

Notons a~+l (c, e) la quantit6 ~ M k+l- i  (e{ - ci) et A' l 'ensemble 
e O...e k 

des vecteurs a~+l (c, e) lorsque co . . .  ck d&ri t  l 'ensemble des roots sup6ri- 

eurs str ictement au mot e0 . . .  ek. Ce qui pr6c6de permet  alors de voir 

que e0 . . .  e~ est admissible si et seulement si 

w r U (W-a). 
aeA'e e 

O'" k 

D6signons par W -  W l'ensemble {w - w' / (w, w') ~ W 2}. Si n'ap- a 
% 

partient pas g W -  W, W N  ( W - a )  = 2~ (parmi les roots c0 . . . c~  

sup6rieurs g e0 . . .  ek seuls nous intdressent eeux qui peuvent 6tre le 

ddbut d 'une 6criture d 'un ~i~=0 M-%i) .  Posons donc 

A~o.. ~ ~ = A' cq (W - W) e O...e k 

On obtient la caract6risation suivante des mots admissibles : un mot 

e 0  �9 .. e~ est admissible si et seulement si 

we U (W-a). 
a E A e o . . . e  k 

Cette  condition fournit un graphe engendrant  Y. Ce graphe est d6fini 

par ses sommets (les Ar % tels que (e0 . . .  ek) soit admissible (a priori 

en hombre infini)) et ses fl6ches (une fl6che num6rot6e ek+l joint A%...% 

A~0...%+ 1), 

Lemmel I I .2 .  Lorsque E cst un ensemble de projections par 7ru d'dldmen- 

ts de Z d, l'cnsemble des vecteurs a~ (c, e) (i ddcrivant N, c e t e  ddcrivant 

E s)  est discret darts F~. En particulier les vecteurs ai (c, e) appartenant 

au compact W - W sont en hombre fini. 
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68 STI~PHANE LE BORGNE 

Preuve.  Considtrons l 'ensemble ~ de points h coordonntes  enti~res tel 

que 7r~ soit une bijection de Z sur E. On peut  6crire 

a k +  l ( C , e )  = E / m k §  i ( e i _ c i )  = T r u  Mk+l i(xi__Yi) 
o 

o/1 xi et yi sont dans ~" tels que ~r~(xi) = ei et 7r~(yi) = ci. No- 

tons c~k+l (y, x) le vecteur 5~ coordonn~es enti~res ~ M k+l- i  (xi - yi). 

Comme Ms est contractante et ~ est fini, les quant i t t s  ~rs (~k+l (Y, x)) 

sont borntes  par une borne R ind@endante  des suites z et y choisies. 

Donnons-nous un ensemble 13 born6 de F~. L'ensemble des points z 

de G a tels 7ru (z) E B et 117rs (z)II -< R e s t  fini, donc l 'ensemble des 

ak+l (c, e) appartenant  ~ B aussi. [] 

On en dfiduit imm~diatement le th~orSme suivant : 

Th~or~me III.3. Si E est un ensemble de projections (par 7c~) d'dldments 

du rdseau Z ~, Y est sofique. [] 

Preuve.  Comme le montre le lemme pr tc tdent ,  les Aeo...ek sont dans ce 

cas des parties d 'un ensemble fini, donc en nombre fini. Ainsi, Y est 

engendr6 par un graphe fini, et Y est sofique. [] 

Bien 6videmment pour obtenir un codage de (~2 d, T)  5~ partir  de Y, 

il faut que Y soit d 'une certaine mani~re suffisamment gros. Pour  cela, 

nous montrons qu'il est possible de choisir E de sorte que W air de 

bonnes propriStts topologiques. 

Soit /C l 'ensemble des compacts  de F~. 

L'application 

F : ](] ~ ](] : [ ~ l  > F ( f ~ ) =  U ( A / / - l - ~ + e )  
eEE 

est contractante pour la distance de Hausdorff sur /C induite par une 

norme adequate sur F~. Pour  tout  compact  K,  r ~ (K) converge donc 

vers W, unique point fixe de F. Nous en dgduisons la proposit ion sui- 

vante. 

Proposition III.4. On peut toujours choisir un sous-ensemble E de 

o 7r u 
\ /  
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Preuve.  Soit U un  compacL  tel  que  U C U e c E  ( ~  1U + C)~ alor.s U est 

inclus dans rdT. En effet, la relation g C Ue~E ( 2gf-lg + e) elltra~ne, F 

6tant croissante pour l'inelusion, U C r ~ (U) pour tout  k, done U C W. 

Consid6rons alors, dans F~, la boule eompacte de rayon positif ~5, 

Bu(O,6). D'apr6s le th6or6me de Kronecker rc u (Z d) est dense dans Fu, 

done la famille des ouverts ( M - i B ~  (0,6) ~ + e ) ~ ( s d  ) forme un recou- 

vrement  de B~ (0, ~;). Un sous-recouvrement fini fournit un ensemble 

E C r c ~ ( Z  d) t e l q u e  

Bu(0,(5)  C U ( ] ~ / - 1 g u  (0, (5) + e )  , 
ecE 

et l 'ensemble W d6fini par un tel E contient Bu (0, ~5). [] 

Pour un mot e = e l . . .  e~, notons We l'ensemble des points de W 

dont le M~-d5veloppement commence par e. La famille {W~}~cz ~ forme 

une parti t ion de W (We n'est non vide que s i e  est admissible). Pour 

un mot e = el .. �9 ek, notons ve le vecteur el + M le 2 + . . .  + A/f-k+le k. 
On peut 6crire : 

ccEk,c>e 

Proposit ion III.5. Pour tou~ mot admissible e, I'ensemble We et son 
adhdrenee ont m6me intdrieur. 

Preuve. Remarquons tout  d 'abord que le compact W est l 'adh~renee 

de son intdrieur. Eli effet, I 'ensemble [-Je~E ( M - 1 W ~  + e) est un ouvert 
] 

inclus dans W donc dans W ~ ainsi  U ( M-1W~ + e) = U (M 1~7  + e) 

c_ 
N / N / 

( ) W ~ pour tout  k entier naturel. Or lr k W 7 converge vers W, donc W C 

W ~ L'inetusion inverse 6tant triviale (W est compact) ,  eela montre  
W = W  o. 

On a done les relations 
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Toute boule ouverte rencontrant  la fronti6re de W rencontre donc W ~ 

et le compl6mentaire de W. 

Revenons aux ensembles We. On a l'inclusion suivante : 

OWe C U (M-kOW +%) = Xe. 
cEEk,c>_e 

En effet, si ~ n 'appart ient  pas au compact Xe, on peut trouver e > 0 

tel que B ({, e) N Xe = O. Alors, d'apr6s la remarque prdiminaire,  pour 

chaque e sup6riem ~ ou 6gal ~ e, B (~, e) est incluse dans ( M  kW~ + %) 

dans le compl6mentaire de ( M - k W  + %). Cela entraine que B (~, e) OU 
% 

est ineluse soit dans W~~ soit dans ~ ( ~ ) ,  done que ~ n 'appart ient  pas 

5 OWe. 
Supposons We non vide et prenons un { dans OWe. D'~pr6s l'inclu- 

sion pr6c6dente et la remarque pr61iminaire, pour tout  e > 0, B ({, () 

+ + > 1 i  

mite de points de (M ~W +ve)CU(Ue>e(M-t :W ~ +%)). Cet ensem- 

ble est un ouvert inclus dans le compl6mentaire de We, donc dans le 

compl6mentaire de l 'adh6rence de W~. Le point ( n'est donc pas dans 

l'int6rieur de l 'adh6rence de We. La proposition en d6coule. [] 

Nous nous placerons d6sormais dans la situation suivante �9 

E c 7 c ~ ( 2 ~  d) e t W  ~  

D6signons par B (Y, k) l 'ensemble des roots admissibles de longueur h. 

Notons A la valeur absohe  du d6terminant de M,~. 

Th6or6me III.6. ll eziste un rdel L tel que 

A ~ < CardB (Y,k) _< L rn~ (W) A ~. 

En particulier, l'entropie topologique de g est @ale it log A. 

Preuve. Pour un mot e admissible, d6signons par o+ (e) Fensemble des 

616ments c = c l . . . en . . ,  de Y tels que e l . . . e k e l . . . c n . . ,  soit encore 

dans Y. L'ensemble o+ (e) ne d@end que de Ael...%, done l 'ensemble 

des o+ (e) lorsque e d@rit B(Y) est un ensemble fini. Consid6rons 
co -- i  Fapplication ~b de Y clans W d6finie par : ~b (c) = ~ i = 0  M c~. Les 
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d~finitions, la compacit6 de Y et la continuit6 de ~ entrainent  que 

Les o+ (e) 8rant en hombre fini, la proposition pr~c~dente entra~ne que 

les MkW~ sont en hombre fini 5 translation pr~s. Donc il existe un 

L > 0 tel que, pour tout  k et tout  e C B (Y, k), on ait " 

L - I A  -k _< rn~ (We~ < L A -k. 

D'autre  part,  on peut 6crire 

m~ (W) 

On en d~duit la majorat ion 

rn~ (W) < 

et la minorat ion 

A-krn~ (W) < CardB (K k) A k rn~ (W) 

rn~ (W) _> ~ rrz~ (We) >_ Card/3 (Y, k) L-1A -k, 

d ' o [  l 'encadrement souhait6. [] 

La proposition III.5 et la soficit~ de Y nous permet tent  d'affirmer 

que, lorsque k est sufllsamment grand, la famille (Wc)~es(y,k) est un pa- 

vage autosimilaire de W. On en d~duit que le nombre de d6veloppements 

Y-admissibles des points de W e s t  uniform6ment borne. 

III.b Le codage 

Consid6rons le systSme sofique bilathre Z extension naturelle de Y d6fini 

par : 

z :  {(~)~/vk (~k ,~+l , . . . )  ~ Y}. 
C'est un syst6me sofique d 'entropie log A. I1 contient donc (en g6n6ral 

strictement) un syst6me sofique X transitif  d 'entropie log A (voir [CP]). 

Nous allons montrer qu'il est possible de coder (~2d, T) par (x,~). 
Comme X est intrinsgquement ergodique, tousles  sous-d~calages stricte- 

ment inclus dans X sont d 'entropie str ictement plus petite que l 'entropie 
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topologique de X, donc aucun ne permet de coder (~,d, T, m) (en ce sens 

le codage est minimal)L 
Soit E l'ensemble fini dans Z den bijection avec E par rc~. En utilisant 

7ru nous changeons l'aJphabet de X et consid6rons que X est indus dans 
~ Z  

Dans E~ la suite ~ N  N M-irc~ (xi) n'est g~ndralement pas conver- 
gente. Cependant xi appartenant s Z d, on a l'6galit6 modulo 1 " 
7r~, (xi) = - %  (xi). Les propri6tds de contraction de M~ 1 et Ms assurent 

alors l'existence d'une limite modulo 1 de la suite ~ % -  M-%r~ (xi). 
Rappelons que l'on dit qu'un point C du tore est g6n6rique si, pour 

toute f E C (Td, R), 

N - 1  

l i m ~  ~ f Mk~ = r e ( f ) .  
0 

L e m m e  II.7. Presque tout point ~ de F~ (pour la mesure m~) est 
gdndrique. 

Preuve. I1 suffit de montrer que si C est g5nSrique, 7r~ (4) est g6nSrique. 
Cela r6sulte du fair que, pour toute f E C (T d, R), les deux suites 

N - 1  

0 

et 
N-I 

0 

sont adjacentes. [] 

Soit u l'unique probabilit4 d'entropie maximale sur X. 

T h ~ o r / ~ m e  111.8. Le systOme dynamique (T d, T, m) est facteur du sys- 

t&ne symbolique (X, a, u) par l'application hSldgrienne 

oo 0 

1 --oo 
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Preuve. Le syst~me sofique X ~tant d 'entropie log A, on a un encadre- 

ment  de la forme 

L '-1 A ~ < Cardl3 (X, n) < L' A n. 

Pour tout  entier naturel  n, posons F~ = U~eu(x,~)W~:. Les ensembles 

W7 6tant disjoints et en hombre fini ~ translation pr6s, il existe c~ > 0 

tel que 

mu (Fn) > Cardl3 (X, n) inf mu (W~) > L' 1 A n c~A n L,-1 _ _  ~ 0/, 

Le th6or6me de convergence domin6e de Lebesgue permet  d'affirmer que 

le compact  F = N~>0F~ est de mesure sup6rieure g L'-lc~. Or l'ensemble 

F est l ' image de X+ par l 'application 

(3O 

i = 0  

En effet, 6tant donn6 un point ~ dans F,  pour tout  n i l  existe xn dans 

/3 (X, n) et Yn dans Y+ tels que ~ = ~ (x~y~). Le sous-d6calage Y+ 6tant 

compact,  on peut  extraire une suite convergente de ta suite (xnY~)~cN. 

La limite x de cette suite convergente appart ient  5~ X+  et ~ = ~ (x). Cela 

montre  l'inclusion F C ~ (X+). L'inclusion inverse est triviale. D'aprSs 

le lemme, ~)(X+)rood 1 contient donc un point g6n~rique. Prenons x 

dans X+ tel que ~ (x) rood 1 soit g6n$rique. Pour tout  ~ dans le tore, il 

existe une suite (k~) d'entiers telle que la suite 

oo 0 

T k ' (~(x)  mod 1) = E T r u  M xi+k~ mod 1 E 
i l--kn 

- i  ) 7rs M cci+~, ~ rood I 

tende vers ~. L'ensembte (~ U {0}) z e s t  compact,  on peut donc extraire 

une suite convergente de ta suite c ~ ( . . .  , 0, 0, Xl, x2 , . . .  ). La limite y 

de cette suite appart ient  ~ X et r  = ~. L'application r est donc 

surjective. 

Le fait que m soit l ' image de u par r est alors une consequence de 

l'intrins~que ergodicit6 de X. 
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Les 6galit6s 

= 

') ) = lira M M- i - lv ru  (xj+l)  rood 1 
N---+oo 

- / 

montrent  quecr et T sont conjugu6s par ~, ce qui ach6ve de prouver que 

(~,d T, m)  est facteur de (X, or, u ) p a r  ~. 

Enfin soient x et z '  deu• suites telles que xi = x~ pour lil _< N. On 

& 

oo 

1 0 ) 
--0(3 

~ R a  N 

pour des rdels R > 0 et 0 < ~ < 1, car M~ est dilatante, Ms est 

contractante et les xi sont en nombre fini. Cet te  in6galit6 montre que ~b 

est hgld~rienne. [] 

R e m a r q u e  1: Nous montrons plus loin que l 'application �9 

~F:X 
oo 0 

1 oc 

est presque sfirement injective. La compacitd de ~5 (X) et l 'ergodicit~ de 

(TY d, T, m) permet tent  alors de montrer  qu'il existe un entier p >_1 tel 

que presque tous les points de ~2 a ont p ant6c~dents par 4. 
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Remarque  2: La construction pr6sent6e permet  de coder plus g6n6rale- 

ment les endomorphismes hyperboliques du tore. On v6rifie facilement 

que les d6monstrat ions sont encore valables dans ce cas. 

IV. Propri6t6s g6om6triques 

IV.a Etude de q~. 
Dans cette section, nous utilisons les propri6t6s d 'ensembles autosimi- 

laires associ6s g X pour 6tudier l 'application ~5. Cet te  application a une 

forme particuli6rement int6ressante. L' image d 'une suite est donn6e 

par ses coordonn6es dans la feuille dilatante et dans la feuille contrac- 

tante. Dans ce paragraphe nous 6tudions essentiellement ces "applica- 

tions coordonn6es". 

Consid6rons les applications suivantes : 

1 

0 
X : X _ - - - +  fgs  : x ~---+ ~ 7 c  s ( ] ~ - i x i )  , 

- oo 

o+ : z~ ( x )  --+ p ( x + )  : ~ ~ {y ~ x +  / (~, y) ~ x + } ,  

et 

o : B ( x ) - - + ~ ( x _ )  : ~ { v e x  / ( y , ~ ) e x _ } .  

Comme ~ est surjective, la r6union 

{J (x (x_) • f (x+)) + k 
kE Z  d 

est un recouvrement de R d. Grgme au th6or6me de Baire, on montre que 

les compacts  X (X_) et f (X+) sont d'int6rieurs non-rides. Etudions 

fJ (X+) (1'6rude de X (X_) se f a r  de la m6me mani6re). 

Un mot x = ( z l , . . .  , z~) de longueur n 6rant donn6, nous noterons 

vx la quantit6 
n 

~x = ~ M,2%~ (~d .  
1 
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Le compact t) (X+) a une structure particuli~re, de type autosimilarit6: 

(x+) = U (~x + M~;~ (o+ (~))). 

Chaque ~ (o+ (x)) v6rifie lui-m6me une propri6t6 analogue: 

(o+ (~)) = U (~y + M#~e (o+ (~, y))). 
ycB( x,n),(x,~)c~( x) 

IV.1. Pour tout x de S (X),  ~b (o+i~)) est l'adhdrence de Proposition 
son intdrieur. 

Preuve. Rappelons que, X ~tant transitif, il existe un graphe transitif  

engendrant  X. Soient g u n  tel graphe et S l 'ensemble de ses sommets. 

Pour un sommet s, appelons o+ (s) l 'ensemble ferm6 des suites en- 

gendr~es par les ctaemins infinis par tant  de s. Pour tout  z de B ( X ) ,  

il existe un ensemble de sommets Sx tel que: 

o +  (~) = U o +  (s). 
sESx 

Cela signifie que, pour tout  entier n positif, !/) (X+) est une r6union finie 

de translat6s de M ~ - ~  (o+ (s)). Le compact ~ (X+) est d'int6rieur non 

vide, donc Fun au moins des ~ (o+ (s)) est d'int6rieur non vide. Mais 

les t~ (o+ (s)) v6rifient 6galement une 6galit6 de la forme: 

(o+ (s)) = U (~z + M~ we (o+ (s~))), 

oh la r6union est prise Sur les roots z engendr6s par les chemins de 

longueur rt par tant  de s (le graphe ~ ~tant de Shannon pour chaque mot 

z, il existe au plus un chemin par tant  de s engendrant  z ; on d6signe par 

sz l 'extr6mit~ finale de ce chemin). Le graphe ~ 6tant transitif, on voit 

que pour tout  s, t ) (o+ (s)) contient un translat6 d 'un M~-kt~ (o+ (t)), 

pour tout  t de S. On en d6duit que tous les  t~ (o+ (s)) sont d'int6rieurs 

non vides. Par  suite, pour tout  z, t~ (o+ (z)) est d'int6rieur non vide. 

Prenons maintenant  un point ~ sur la fronti~re de ~ (o+ (z)), r u n  

r6el positif et n suffisamment grand pour que le diam~tre de Mj~tb  (X+) 
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soit plus peti t  que r. L'dgalitd 

(o+ (x)) = U (VY + :VZ2 '~  (o+ (x, y))) 
yc~(x,~),(x,y)~(x) 

montre  alors que B ({, r) eoatient un vy + M j ~ p  (o+ (x, y)), donc un 

point int6rieur g ~ (o+ (x)), et le r6sultat est d4montrd. [] 

Cette proposition montre  en particulier que les bords de ~b (o+ (x)) 

sont d'int@ieur vide. En fait, ils sont de rn~-mesure nulle. 

Proposit ion 4.2. Quel que soit le mot x, le bord de ~b (o+ (x)) est de 

rn~-mesure nulle. 

Preuve. Consid@ons de nouveau un graphe de Shannon ~, transitif, 

d 'ensemble de sommets S engendrant  X. Pour un sommet s quelconque 

de ~ consid@ons maintenant  le recouvrement 

(o+ = U + (o+ (Sz))). 

Le compact ~p (o+ (s)) est d'int6rieur non vide. Donc pour n suffi- 

samment  grand, Fun des vz +M~, '~b (o+ (s~)5 est contenu dans l ' int&ieur 

de ~b (o+ (s)). Cet ensemble vz + M~ ~b (0+(sz)) est donc inutile pour 
/ 

couvrir le bord de ~b (o+ (s)). 

Pour  tout  n, construisons g partirl de G un autre graphe ~ ,  de 

m6me ensemble de sommets, mais avec des fl6ches 6tiquet4es par 13 (X, n) 
/ 

d6finies de la mani6re suivante �9 deux sommets s et s' sont joints par une 

fl6che x allant de 8 g s' s'il existe un ct*emin dans G de longueur n allant 

de s g s' engendrant  x. Pour des raisons de p6riodicit6 de G, il se peut  

que, pour certaines valeurs de n, G~ ne soit pas transitif. N6anmoins, 

pour tout  N on peut choisir n >_ N tel que G~ soit transitif. Prenons un 

no tel que G~ 0 soit transitif, et z0 un mot tel que v~ 0 + M d % p  (o+ (Sz0)) 

soit inclus dans l'int6rieur de ~b (o+ (s)). Appelons 7-t le graphe d6duit de 

~ 0  en enlevant la fl6che num6rot6e z 0 allant de s g s~ 0 et U (resp. V) 

le syst6me sofique engendr4 par G~ 0 (resp. 7Y). Le graphe G~ 0 &ant  de 

Shannon et transitif, V est inclus str ictement dans U, donc d'entropie 

topologique h(V, o-) str ictement inf6rieure g celle de U, log A ~0 . Le choix 
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de z 0 a 6t6 fait pour que l'on ait pour tout t : 

v~(v,~) 

I1 vient donc: 

m~ (0r (o+ (t))) <__ C a r d ~  (V, k) zx -~''~o m~ (r (X+)). 

Or il existe L tel que C a r d B ( V , k )  soit inf~rieur g Lexp(kh(V,o-)),  on 

peut done ~crire 

mu (0~ (o+ (t))) _< Lexp,(kh(V, o-))A~ kn~ mu (~ (X+)), 

et on conclut car exp(h(V, ~)) < A n0. 

En utilisant un graphe de' Shannon transitif engendrant 

x *  = {~ / (x_~)~ c x } ,  

on obtient de m~me la proposition sui'~ante: 

Proposition IV.3. Pour tout mot  x, )r (o (x)) est l'adhdrence de son 

intdrieur et son bord OX (o_ (x)) est de m.<mesure nulle. 

Corollaire IV.4. Les applications ~ et X sont presque s~trement injectives. 

Preuve. Un point de r (X+) admettant deux ant~c4dents par r appar- 

tient g l'intersection de deux compacts v~ ~ M~-~r (o+ (x)) pour deux 

roots x distinets de m6me longueur. I1 suffit donc de montrer que 

deux vz + M ~  (o+ (x)) distincts ne peuvent se reneontrer que sur leur 

fronti~re (de mesure nulle d'apr~s les propositions pr~c~dentes). 

Faisons h partir de r (X+) la mSme construction que celle faite 

partir de W dans la section 3( Fixons un ordre sur E (qui peut 5tre le 

m6me que celui que l'on a utilis6 pour d6finir Y). A tout point C du 

compact 

(X+) = iTru(2Ci) / X = (Xi) 1 �9 X+ 
1 

associons la plus grande des suites x = (xi)~ (au sens lexicographique) 

appartenant g X+ telles que 
oo 

r = ~ M~-% (~).  
1 
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Appelons X~_ l ' adh&ence de Fensembte des suites ainsi obtenues. Deux 

mots  x et y de longueur n 6tant donn4s, notons a (x, y) la quant i td  
f~ 

y~ M ~ + l - i ~  (x~ - >).  
1 

Comme dans la section 3, on montre  qu 'un  mot  x = ( x l , - . . ,  x~) est 

admissible si et seulement si 

v5 (o+ (x)) r ( j  (~ (y, .)  + ~ (o+ (y))). 

Le sous-d6calage X est sofique et Fensemble des veeteurs a (x, V) est fini, 

donc Fensemble des couples 

( ~  (o+ (x)), {..J (a(y,x)+,b(o+(y)))), 
ve~(x,~), v>x 

g part i r  duquel  on d~finit facilement un graphe engendrant  X~,  est fini. 

Ce]a prouve que X~_ est sofique. On mont re  alors, exactement  comme 

on Fa fait pour  Y darts la section 3, que X~_ est d 'entropie  log A (c'est-g- 

dire de m~me entropie que X+) .  Mais X est intr ins~quement ergodique 

donc X~_ et X+  sont 6gaux. 

Supposons main tenant  qu'il existe deux roots x et x' distincts, x' < 

x, de m6me longueur et tels que 

~,~ + Mj~W (o+ (x)) et ~,~, + M.~ ~ (o+ (x')) 

se rencontrent  en un point  int~rieur h v~+M~ ~%b (o+ (x)). Alors il existe 

un mot  y' appar tenan t  g o+ (x') tel que 

v~,y, + ~ / i j ~  (o+ (~'y')) c ~ + Mj~,~ (o+ (~)). 

Ceci entraine que x'y' appar t ient  g / 3  (X+) mais pas g 13 (g~_), ce qui 

eonst i tue une contradict ion.  L 'appl ieat ion ~ est donc presque sC, rement  

injective. On prouve par un ra isonnement  identique que X est ~galement 

presque sfirement injective. [] 

CoroUaire IV.5. L 'application 
oc 0 

1 --oo 
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est presque ss injective. 
Ce corollaire entra~ne en particulier que r est g fibres finies presque 

sfirement. I1 est naturel  de se demander  si l 'application r est injective 

presque partout.  C'est le cas si le compact �9 (X) est de mesure 1. I1 est 

clair que l'on peut faire des choix d'ensembles ~ pour lesquels r n'est 

pas injective. Dans (voir [L4]) nous avons donn6 quelques exemples 

pour lesquels certaines propriOtOs algObriques permet tent  de montrer  

l'injectivit6 presque sore de r La question reste ouverte dans le cas 

gOnOrat. 

IV.b Partition markovienne 

Dans ce paragraphe nous montrons comment  le recouvrement de Krieger 

X~ de X permet  de dOcrire une parti t ion markovienne pour (T ~, T ) .  
/ N 

Definition IV.6. Une partition markovienne de (T d, T, m)  est un re- % 
couvrement de ~2 d par une famille d = {Ri}li_l ayant les propriOtOs 

suivantes : 

(a) Les Ri sont des rectangles fermOs, c'est-~-dire des ensembles de 

la forme R~ • o/t R~ (resp.R~) est inclus dans Fs (resp. F~). 

(b) Pour chaque i, R.i est l'adhOrence de son intOrieur, et, pour tout  

couple (i, j )  o/1 i e t  j sont distincts, les intOrieurs de Ri et de Rj sont 

disjoints. 

(c) Si T-1R~ C~ Rj est d'intOrieur non vide alors T-1R~ c R~. 
(d) Si TRi N Rj est d'intOrieur non vide alors (TRi) s c R~. 
Afin qu'une telle part i t ion fournisse un codage, il est nOcessaire en 

gOnOral d 'a jouter  s cette dOfinition une condition sur le diambtre des Ri. 

Dans le c a s q u e  nous 6tudions ce problbme ne se pose pas. 

Rappelons quelques notions utiles. 

A toute suite bilatbre y appartenant  k Y associons y_ (resp.y+) la 

suite unilatbre ( . . .  , y_~ , . . .  , y - l ,  Y0) ( resp . (y l , . . .  , y~ , . . .  )). DOsignons 

par Y_ (resp.Y+) l 'ensemble des suites y_ (resp.y+). ConsidOrons alors 

l 'application f~+ de Y_ dans 7 ) (Y+) qui, g u n  "passO" y , associe la 

partie de I/+ formOe des "futurs" admissibles pour y_: 

a +  : v - ,  
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On appelle bloc finitaire (ou mot finitaire) un mot x, que l'on peut  

num6roter x = (z_~, . . .  , x0), tel que ft+ soit constante sur C ( x _ ~ , . . .  , 

x0). Un 616ment y de Y est dit finitaire si, pour tout  entier j ,  il existe un 

entier k, k < j ,  tel que le mot (Yk,... , Yy) soit finitaire. Nous d6signons 

par b v l 'ensemble des 616ments finitaires de Y. 

Notons C (Yl) l 'ensemble des 616ments de Y dont l'616ment d'indice 

1 est Yl. Lorsque Y est transitif, on peut  construire le recouvrement 

naturel  suivant de Y. Notons (3 l 'ensemble (fini) des parties ft+ (y_) de 

Y+ obtenu pour y_ d6crivant l 'ensemble des 616ments finitaires de Y_. 

Le recouvreInent de Krieger, Y~:, est d6fini par son alphabet 

et par la matrice carr6e/C indexde par S~: x Sv 

1 si 0' = r  A 0), 

: 0 s i n o n ;  

_ / w e z ( ( > , 0 i ) ,  --  1} .  

Le syst6me (Y, o) est facteur du syst6me (Y~, o) par Fapplication p qui 

g une suite ((Yi, Ai))iez d'616ments de S~ associe la suite des premi6res 

coordonn6es (Yi)iez. L'application p e s t  bijective sur Fensemble S .  

Si (Y, o) est un syst6me sofique transitif  d 'entropie topologique log/3 

&unique probabilit6 d 'entropie maximale maximale u alors l 'ensemble 

des points finitaires est de mesure pleine, u (3 c) = 1. En particulier 

l 'applieation p d6finie ci-dessus est donc presque sfirement bijective et 

le rapport  

Card{roots non finitaires de longueur n} 

Card B(Y, n) 

tend vers 0 lorsque n tend vers Finfini. 

Pour chaque 0 darts @, appelons Xo la r6union des points finitaires 

de X_ tels que f~+ (x) = 0. Notons Ao l 'adh6rence de Xo, Fee l 'adh6rence 

de Xo • 0 et R (Xl, 0) le rectangle Ro ["] C (xl). Le rectangle 12o = Ao • 0 

est l 'adh6rence de son int6rieur. 
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Lemme IV.7. On a l'@alitd 

p (C (Xl, 8)) = t~ (xl, 0). 

Preuve.  Soit ((xi, 0i))i~s un 616ment de C (xl, 01) Ag-15 r. Pour  tout  i, 

0i est 6gal ~ f~+ ( . . .  , xi-1) donc p (x) appar t ient  ~ (XOl x 01) r-] c (xl). 

R4ciproquement  soit x un point  de (2Ol • 81) 0 C (221). C'est  un point 

finitaire et g-1 (z) appar t ient  g C (Zl, 0 1 ) n g - 1 5 .  On a done l'6galit6 

p (C (Zl,O])ng-~.~) = (x0, • 0 1 ) n  C (Zl). 

On en d6duit  

R ( 2 c l , 0 1 )  - - , o ( C ( z l , O l ) n g - l f ) .  

Or l 'ensemble C (xl, 01) est l 'adh6rence de l 'ensemble C (zl ,  01) n g-15c 

et l 'applicat ion p e s t  continue donc 

(Xo  • oa) N c  (Xl)C fl(C(xl,O1) ) C f l(C Ne- f) 
et le r@sultat est d~montr& [] 

Propos i t ion  IV.8. Le bord des rectangles r (p ( C (xl, 81))) est de mesure 

nulle. 

Preuve.  On a ] 'tgalit6 : 

0 (6 (Ao • 8)) - (ox (Ao) • ~ (8)) u (x (Ao) • 0 4  (8)) rood 1. 

On a montr6 que l 'ensemble 04  (8) est de m~-mesure nulle. L 'ensemble 

X (Ao) est l 'adhSrence de la r~union des X (C (y ~ . . .  Y0)) lorsque (y k-- .  

Y0) d tcr i t  Fensemble des roots finitaires tels que o+ (Y-k . . .  Y0) = 8. Le 

bord de X (Ao) est done inclus dans la r tun ion  des OX (o_ (y_~.. .  Yo)) 

(de rn~-mesure nulle), et de l ' image par X de l 'ensemble des points  non 

finitaires de X_.  Comme le rappor t  du  nombre de roots non finitaires 

de longueur k et de A k tend  vers 0 lorsque k tend  vers l'infini, l ' image 

par  X de l 'ensemble des points  non finitaires de X est ~galement de 

ms-mesure  nulle. [] 

Propos i t ion  IV.9. Les rectangles ~ (p(C (x], 81))) sont adhgrences de 

leurs intdrieurs. [] 
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Theorem IV.10. Si 0 est bijective presque partout,  les ensembles 

r (p(C (xl, 01))) f o r m e n t  une par t i t ion  markovienne .  Dans  le cas g~nd- 

ral, ils f o r m e n t  un  recouvrement  du tore e~ leurs intersect ions f o r m e n t  

un pavage qui est une par t i t ion  markovienne .  [B 

Preuve. Une suite (xi, 0i)icz appartenant  ~ X~: 6rant donn6e, les "fibres" 

dilatantes et contractantes du rectangle C (xl, 01) passant par (xi, 0i)ie z 

sont 

C ( X l , 0 1 ) u ( ( x i , O i ) i 6 z )  = {(X'i,O'i)ic Z ~ XIc / ( x i , O i ) =  (x~,O'i) i <  1} 

et 

c ( ~ , o , )  ~ ((~, 0~)~) : {(~i ,0;)~ ~ x~ / (~, 0~): (~'~, 0~) i z ~}. 

Les cylindres C (xl, 01) forment 6videmment une parti t ion markovienne 

de (X~, <r). En particulier, on a : 

et 

~ c  (x~, e~) n c (~i, el) r z ~ (~c  ( ~ ,  el))' c c (~i, el) ~. 

Appelons r (Xl, 01) le rectangle q5 (p (C (Xl, 01))). On voit imm6diate- 

ment que 

r (Xl, 01) u (r (p ((xi, Oi)icz))) = r (P (C (xl, 01) u ((xi, Oi)iez))) 

et 

Oil en d6duit que si 

g - l c  (Xl, 02) N O (x~, 0[) 4 ~ alors r - l ~  �9 (Xl, 01) u C r (X'l, 011) u 

et  si o - C ( x l , O 1 )  N C ( x i , O l )  7 ~ ~ alors T r  (Xl ,01)  s C r ( x l , 0 1 )  s. 

Lorsque r est presque sflrement injective, la famille des rectangles 

r (Xl, 01) est donc une partit ion markovienne. En effet, les ensembles 

r (x l ,01)  sont des rectangles adherences de leurs int@rieurs dont les 

int~rieurs ne se rencontrent pas (car ~b est presque sflrement injective). 
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De plus, les inclusions v6rifi6es par les sections stables et instables de 

ces rectangles sont vdrifi6es d'apr6s ce qui pr6c6de. 

Lorsque r n'est pas presque sfirement injective, il existe un entier p 

tel que presque tout  point du tore ait p ant6c6dents par r o p. Comme 

k = l  

et 

x(k) a(~) k) ~) r ~  1 ,"1 = f") r x ,0 , 
k 1 

on montre que l 'ensemble des intersections p g p des rectangles r (xl, 01), 

d'int6rieurs non vides, forment une parti t ion markovienne. [] 

Lorsque r est bijective presque partout ,  nous obtenons donc une 

construction alg6brique d 'une parti t ion markovienne, avec notamment  

une expression explicite de l 'application g6omdtrique associ6e g cette 

part i t ion markovienne. 

V. Propri6t6s alg6briques 
Une grande libert6 quant au choix de E et de l 'ordre sur E est laiss6e 

dans la construction pr6cddente. La question de l 'existence d 'un  choix 

conduisant g un codage ayant les meilleures caract6ristiques se pose 

naturellement. Dans cette section, nous exposons quelques 616ments reX 

latifs g ce probl6me et met tons  en 6vidence certaines qualit6s du codage 

construit.  

V.a Quelques propri6t6s des M~,-d6veloppements 
Comme nous l 'avons d6jg dit, la d6finition des M,~-d6veloppements don- 

n6e iciest  inspirde par une notion d'6criture en base complexe introduite 

par Thurs ton IT]. Cet te  6criture en base complexe a 6t6 &udide par plu- 

sieurs auteurs (IT] [K] [P] [S]). Certaines propri6t6s s '6tendent ais6ment 

au cas des M~-d6veloppements. 

On peut  ainsi montrer que 1'application de normalisation qui, g une 

suite x E E r~ associe le M**-d6veloppement de ~ M  irc~xi, est ration- 

helle, c'est-g-dire reconnaissable par un au tomate  fini. De m6me sont 
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rationnels �9 l 'application qui 5 une suite x C E N associe l 'ensemble des 

suites y C Y telles que -i  M 7ruyi = ~ M-%c~x~ et, pour tout  k ~ l~, 

l 'ensemble des suites y C Y telles que Z ]~J-iTcuYi admet te  exactement  

k 6critures Y-admissibles. 

On peut  4galement caract5riser l 'ensemble des points de W dont le 

M~-ddveloppement est ul t imement pdriodique. 

Proposi t ion  V.1. Soit ~ un point de W.  Le M~-ddveloppement de ~ est 

pdriodique h partir d'un certain rang si et seulement si ~ est la projection 

par 7c~ d'un point de R d d eoordonndes rationnelles. De plus, routes 

les dcritures Y-admissibles de ces points sont pdriodiques ~ partir d'un 

certain rang. 

Preuve.  L'implication directe est triviale. Donnons la preuve de la 

rSciproque. Supposons que ~ soit la project ion du point 5 coordonnSes 

rationnelles ( et que son M~-d6veloppement soit donn6 par 

j=0 

Pour  tout  entier i >_ 1, Zj~=O M,2~Tcu(xj+i) est le M~-d~veloppement de 

v~ ~ ( ( ) -  ~ M:J~(xj) = ~ M ~ ( -  ~ M J*ot 
~--o j j=o ] 

- M-Jx j ) ] i>l  est 5 valeurs dans u n  ensem- 
% 

ble born5 de points d 'un r~seau donc prend un nombre fini de valeurs. 

On en dSduit qu'il existe un couple d'entiers (k,j), j > k, tel que 

(xj ,  z j + l , . . .  ) = (x~, xk+ l , . . .  ), 

ee qui signifie que la suite (Xj)j>_I est p4riodique ~ partir  d 'un certain 

rang. La premf~re partie de la proposition est d5montr6e. 

Pour  la deuxi~me patt ie  nous reprenons la dgmonstrat ion de IS]. 

Donnons-nous une suite y C Y ult imement pSriodique et y' ~ Y telle que 

M 7c~y i = ~ M - i ~ y ~ .  Comme nous l 'avons remarqu~, les sommes 
~ic~_k+l Mk+l-iTcu(y ' , i - Y i )  prennent n6cessairement un nombre fini de 

valeurs lorsque k varie. La suite y ~tant ul t imement p6riodique, il en 
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est de m6me des sommes ~ Mk+l- iTr  ~~ '~ i k+l  u~yi). I1 existe donc w E W 
oo ]Ffk+l iTc {~ ,~ tel qua w = ~ i = k + l  ~yi~ pour  une infinit~ de k. Mais w ayan t  

un  nombre  fini de repr6sentat ions Y-admissibles,  il existe un  couple 

d 'ent iers  (k, k'), k < k', tel qua 

( v f + l , y ; + 2 , - . . )  (yf ,+~,y; ,+2,---) .  [] 

V.b Choix de l'alphabet 

Nous mont rons  que, lorsque M e s t  monoghne (c'est-~-dire semblable 

la mat r ice  compagne  d ' u n  polyn6me) ,  il est possible de choisir pour  ~ un 

ensemble de la forme { - N u o , . . .  , NuO}.  On obt ient  ainsi une 6criture 

"plus classique" de l 'appl icat ion r 

Supposons que M soit monog6ne. Alors il existe un  616ment u0 de 

Z d tel que uo, .  �9 �9 , M d - l u o  soit une base de R a. Pour  tou t  i E Z notons  

ui = M i u o  �9 

L e m m a  V.2. Lorsque N e s t  s u f f i s a m m e n t  grand, tout  d ldment  ~ de F~ 

adme t  une  dcriture de la f o r m e  

CX3 

i = k  

or k est un ant ler  relat i f  et olz, pour  tout  i, x~ appart ient  ~ { - N ,  . . . , N } .  

Preuve.  Notons  r la d imension de F~. Les vecteurs 7r~ (u l ) ,  . . .  , ~ru (u~) 

forment  une base de F~. Ce t te  base pe rmet  de d6finir dans  F~ les 

ensembles 

A~l...k. = { f l ~  (u~) + . . .  + f , ~  (~r) / 2k~ - 1 < f,~ < 2k~ + 1}. 

Posons A = A0,... ,0 et consid~rons la t r ans fo rma t ion  T'  de A d6finie par  

V ~  E A  T ' ~ = M ~ - 2 ( k l ~ u ( U l ) + . . . + k r T r u ( u r ) )  

oh ( k l , . . .  , k~) est le point  de Z ~ tel qua M~ appar t ien t  h Akl...k~. En  

i t6rant  cet te  t r ans fo rma t ion  ~ par t i r  de ~, on obt ient  une 6criture de la 

forme 
oo 

= 2 Z M ~ k ~  (u~) + . . .  + k~.~ ( ~ )  , 
i = 1  
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off ies k~. sont en nombre fini (car un hombre fini de Akl,...,kr sul~t g 

recouvrir MA). Ensuite il suffit de remarquer  que Fu = Uz%1 MZA (car 

la restriction de M g F~ est dilatante) pour conclure (prendre N >_ 

r max/a}). [] 

Lorsque M est monog~ne, pour N assez grand, l 'ensembIe 

W { ~ o  x~rc~(u_i) / (xi) c { - N , . . . , N }  r~ } 

contient donc un voisinage de 0 dans F~. Le proe6d4 d6crit dans la sec- 

tion pr~e4dente fournit alors un codage par un sous-d4calage d 'a lphabet  

{ - N , . . .  , N}. Le syst~me sofique X appara[t darts ce cas comme Fen- 

semble des d4veloppements des points du tore en base M(,irc~(uo) et 

V.c Ecritures des points a coordonn6es enti res 

Supposons que la matriee M soit la matrice compagne d 'un polyn6me 
p .  

(i o o 0 0 0 . . .  0 a 1 
1 0 . . .  0 a 2 

M ~ . . . . . 
. .  

0 0 . . .  0 ad 2 
0 0 . . .  1 ad 1 

Soit u0 le premier vecteur de la base canonique de IR d. Pour tout  entier 

k, notons u~ le vecteur uk = Mkuo . 

Proposition V.3. II existe NO tel que tout point du groupe engendrd 

par les ui soit une combinaison lindaire des ui h coefficients entiers de 

valeurs absolues borndes par NO. 

d-1 b~k)Xi le polyn6me caract4ristique de M k et Preuve. Notons X d + ~ = 0  

r la dimension de F~. En utilisant les relations coefiicients-racines et 

l 'hyperbolicit6 de M, on montre  que, pour k suffisamment grand, on a 
d - 1  [D~k)l _+- 

Prenons h tel que le polyn6me caract~ristique de M k soit de la forme 
d - 1  d - 1  

x d  + ~i=0  bi X i ,  avec [bio[ > ~i=0,i~i  0 [bi[ + 1. 
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Soit x une suite presque nulle d'entiers. Montrons que z - ~ xiui 
peut  s'6erire comme une somme finie ~ coefficients Yi dans {1 - bi0, . . .  , 

hi0 - 1}. Posons N ( x )  = ~ i~z  lxil �9 Supposons qu'il existe l tel que 

Ixzt > Ibi01. Si par exemple xl _> bi0 > 0 utilisons la relation 

bio uz = -- ul + k( d-io ) -- 

I pour obtenir  z = ~ x  ui avec: 

d - 1  

i=O,iT=i o 

x = x k ,  k r  i = 0 , . . .  ,d, 

x } l + ) ( i _ i O  ) = X l + k ( i _ i o )  - -  bi i = 0 , . . .  , d - 1, 

x(1) l+k(d-i0) = xl+~( d ~o) -- 1. 

De mani6re similaire, quel que soit le signe de xl, la relation 

d - 1  

b~oul = --ul+k(d-io) -- ~ biul+k(i-io) 
i=O,i~: i  o 

permet  d 'obtenir  une nouvelle suite presque nulle x(1) telle que z = 

~x}l)ui"  et N (x(1)) < N ( x ) .  S'il existe 11 tel que x}{ ) "  > bio, alors 

on d6finit de la m6me fa~on une suite z(2) telle que z = ~z}2)ui" et 
~ N 

N it6rer cette 

t ransformation qu 'un nombre fini de fois. [] 

On peut d6finir une application h61d6rienne de ({-N, . . .  ,N} z ,@ 

(~2d, T ) .  Cette  application n'est g6n6ralement pas satisfaisante. s u r  

L'entropie topolo ique de ( C - N ,  sera  a 6ralement 
% 

stric- 

tement ~sup6rieur 5~ celle de (~2 a, T ) .  Le proc6d6 d6erit dans la section 

3 permet  d 'obtenir  ~ partir  de 

W = { ~ o  x i T c ~ ( u - i ) /  ( x ~ ) C {  N , . . . , N }  N } 

un syst6me sofique transitif  X eodant l 'automorphisme par une appli- 

cation r telle que tout  point du tore air un nombre fini d'ant6c6dents 

par r Cependant  nous ne savons pas en g6n6ral comment  assurer que 
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Fensemble des suites presque nulles d6crivant un point de G air un plus 

grand 616ment (ni m6me si c'est possible). I1 n%st pas exclus que X (ou 

Z) ne contienne aucune suite presque nulle. Le probl~me de l'existence 

d 'un entier N et d 'un ordre sur ( - N , . . .  ~ N} tel que les dl6ments de 

G soient des combinaisons lin6aires X-admissibles (ou Z-admissibles) 

des u_i reste ouvert (probl~me 6quivalent g celui de Fexistence d 'une 

6criture presque nulle pour les points homoclines). 

V.d Points/l "coordonn6es rationnelles" 
L'ensemble des points homoclines est l 'ensemble (F~ + Z d) N (F, + Z d) 

rood 1. Nous montrons dans ce paragraphe que les points de l'ensemble 

(F~ +Qd)• (F~ +Qd) rood 1 sont toujours codds par des suites ult imement 

p6riodiques (une suite x c X est dire ult imement p4riodique si x+ et 

x sont utt imement p6riodiques). Notons P e r ( X )  (resp. Per(X+) ,  resp. 

Per (X_) )  Fensemble des suites ul t imement pdriodiques de X (resp. X+,  

resp. X ). 

La preuve de la proposition suivante est la m~me que cel]e de la 

proposition V.1. Les notations sont eelles de la pattie IV. 

Proposition V.4. On a lea dgalitds suivantes : 

~(Per(X+)) = ~(Q~) ~ r  

x(per(X_)) = ~-s(Q d) ~ x(X-)  

(~(Qd) n ~ (x+) )  -- Per(X+) e t  

X-1 (~(Q~) ~ x(X_)) = Per(X_). 

Proposition V.5. O n  a les dgalitds : 

c)(Per(X)) = (F~ + Qd) (3 (Fs + Qd) mod 1 

et 

~ ((F. + Q~)~ (Fs + Q~l mod 1) = Per(X). 

Preuve. La premiere 6galit6 r6sulte imm6diatement de la proposition 

prSc6dente. Montrons la seconde. Si r appartient ~ (F~ + Qd) (~ 

(F, + Qd) rood 1, il existe q et q' dans Qd tels que ~(x+) - X(x-)  = 
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(q+F~)N(q'+Fs), c'est-?~-dire ~(x+)  = 7r~(q') et X(z-) = 7r~(-q). D'apr~s 

la proposition pr~c~dente, ceci entra~ne que x+ et x_ sont ul t imement  

p6riodiques. [] 

V.e Constructibilit6 

Dans ce paragraphe nous montrons comment  obtenir une construction 

effective de X. Les notations sont celles de la section 3. Le syst~me X 

est obtenu s partir  de Y, l 'adh~rence des M~-d6veloppements des points 

de W .  

Nous avons vu que Y est engendr~ par un graphe g dont les sommets 

sont des parties d 'un ensemble A (les a~+l (e, e) de W - W )  dont a priori 
on salt seulement qu'il est fini. On trouve facilement des bornes L et 

L' ~ 7rs (A) et 7c,, (A). Ceci nous permet de d~terminer un ensemble 

C c 7r~ (Z d) tel que A c C, et c'est 5~ partir  de cet ensemble que nous 
N / 

d6finissons un graphe ~' engendrant  ~galement Y. 

Pour un mot (e0 . . .  ek) de E k, consid6rons les objets suivants : 

~0- .% = { ( co . . .  c~) > ( e0 . . .  e~) / Vi 0 , . . . ,  #, + 1 ~ (c, e) ~ C} 

e t  Ceo...e k = {ak+  l ( c , e )  / ( c o . . . c k )  E ~eO... % } .  

I1 est possible de construire effectivement tous les ensembles C~0... %. I1 

suffit de construire 

{c~0... % / ( e 0 , . . . ,  ek) ~ E ~, ~ <_ r} 

jusqu'g ce que 

{C~o... % / ( e0 , . . . ,  e~) c E k, k < r} = 

= {C~o... % / ( e 0 , . . . ,  ek) ~ E ~, k < r -  1}. 

Choisissons pour sommets dn graphe de ~' les C~o.,. % tels que 

we U (w-c). 
cECe O,..e k 

Les fl~ches de g '  sont d~finies naturel lement : une fl~che ~tiquet~e eke1 

joint l '6tat C~0... % ~ l '6tat C%...%+ 1 
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Proposit ion V.6. Le graphe g' engendre Y. 

Preuve. Soit e0 . . .  ek un mot. L'admissibilit6 de ce mot est dquivalente 

5 

w e  U (w-~). 
a C A e o . . . e  k 

On peut  @rite C~0... % = Ae0...% U D~0... % avec Deo...% c C \  (W - W). 
Or 

W ~  U (w - d) = z. 
d E D e  O...e h 

Finalement  

U ( w - ~ ) n w =  U ( w - ~ ) n w  
CC Ceo . . . e  k aE A e  O .. .e l~ 

et le graphe propos6 engendre bien Y. 

Pour construire G', il faut encore tester pour chaque C~0... % 

dition 

w r U (w-~). 
cECe O...e k 

Posons 

[] 

la con- 

Si W c [-JbcB ( W -  b), il existe 0 < a < 1 et R > 0 (calculables) tels 

que : 

( '1 
bE B  j 

Comme W est l 'adh6rence de son int6rieur, si W ~ UDeB ( W -  b), il 

existe w ~ W tel que d (z, UbcB (W - b)) > 0, done, pour n suffisamment 

grand, i] existe w~ tel que 

( '1 b c B  j 

Nous pouvons maintenant  proposer un proc6d6 permet tan t  &identifier 

les ensembles C~0...% qui sont des sommets de O'. Pour n donn6, pour 
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chaque ensemble B = C~o... % il suffit de tes ter  s'il existe un  point  wn 

de Wn tel que t ' in6galit6 d (wn, [JbcB ( W n -  b)) > R c~ n soit v6rifi6e. 

Si c 'est  le cas, B est un  sommet  de G'. Pour  n suffisaInment grand,  

nous obtenons  ainsi t o u s l e s  sommets  de G'. Le probl6Ine cependant  

reste entier  car nous n 'avons  pas de crit6re fixant la taille d ' u n  entier n 

suffisant. 

Nous ne sommes donc pas en mesure  de construire  Y par  un cal- 

cul effectif. Cependan t ,  on peu t  construire  un graphe engendran t  un  

t rans i t i f  X codant ( ~ d , T ,  rn) par  ~b. E n  effet, pour syst6me sofique 
obtenir un tel X i] nous suffit de construire un sous-graphe transitif 

de G' engendrant un Syst6ine sofique d'entropie log A. Dans le proc6d6 

prdcddent, g chaque fois que l'on d6tecte un nouveau sommet de G', cons- 

truisons donc une matrice A dont le rayon spectral est l'exponentielle 

de l'entropie du sous-d6calage engendr6 par le morceau du graphe G ' 

d6jg d6tect6. Si ce rayon spectral  est inf6rieur ~ A, il faut  essayer un 

n plus grand.  S'il est ~gal g A, le morceau  du  graphe  cons t ru i t  suffit g 

engendrer  un  X codant  l ' au tomorph i sme  du tore. 

Nous tenons  ~ expr imer  ici not re  reconnaissance envers Jean-Pier re  

Conze qui a dirig6 ce travail .  
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